 Вариационное исчисление и методы оптимизации`
Специальность – Математика

Курс – 3, семестр - 5

Часть 2. МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ
Лекция № 14. Динамическое программирование
Рассматривается задача оптимального управления, рассмотренная в лекции № 12. Для ее исследования применяется динамическое программирование, основанное на принципе оптимальности Беллмана. Получено функциональное уравнение Беллмана, позволяющее, в принципе, решить задачу синтеза оптимального регулятора, т.е. восстановить зависимость оптимального управления от функции состояния системы. В качестве примера рассматривается линейная система с квадратичным функционалом в отсутствии ограничений на управление, для которой уравнение Беллмана приводит к уравнению Риккати. В результате находится решения как задачи синтеза, так и задачи программного управления.
14.1. Постановка задачи
Рассматривается задача оптимального управления, исследованная ранее в лекции № 12. Дана система, описываемая уравнением  
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с начальным условием 

                                     х(0) = х0 ,                                                                                           (14.2)                                   

где x = x(t) – функция состояния системы, u = u(t) – управление, f – известная функция своих аргументов, х0 – известное начальное состояние системы. Множество допустимых управлений определяется равенством 
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где a, b – известные значения, причем первое из них может соответствовать -(, а второе (. В качестве критерия оптимальности выбирается функционал
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где g и h – известная функция своих аргументов. 
Задача 14.1. Найти такую функцию u из множества U, которая минимизирует на этом множестве функционал I. 

14.2. Производная Фреше функционала
Ранее было определено понятие производной Гато функционала. В дальнейшем нам понадобится другая форма производной функционала.
Определение 14.1. Функционал 
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 дифференцируем по Фреше в некоторой точке 
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 если существует такой линейный непрерывный функционал 
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 называемый производной Фреше в данной точке, что справедливо равенство
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где  
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Функционал, дифференцируемый по Фреше, удовлетворяет тем самым формуле Лагранжа о конечных приращениях. 

 Недостатком данного определения служит то обстоятельство, что оно не дает способ нахождения производной Фреше, т.е. не является конструктивным. В этой связи практическое нахождение производной Фреше основано на ее связи с производной Гато. В частности, если существует производная Фреше в некоторой точке, то там же существует и производная Гато, причем они совпадают. Если существует производная Гато функционала J в окрестности точки х, причем при 
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 имеет место сходимость 
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, то в данной точке существует и производная Фреше, совпадающая с производной Гато. Таким образом, для нахождения производной Фреше обычно находят производную Гато известным способом, а потом устанавливают ее непрерывность в указанном смысле (если, конечно, это свойство выполняется).
Надо согласовать обозначение с ПМ
Пример 14.1.Функция многих переменных. Пусть задана функция многих переменных 
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 которая является непрерывно дифференцируемой по совокупности переменных. Ранее было установлена, что она имеет производную Гато в любой точке 
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 равную 
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. Учитывая непрерывность всех частных производных, заключаем, что отображение 
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 является непрерывным, а значит, существует производная Фреше, определяемая по той же формуле.

 Пример 14.2. Квадратичный функционал. Рассмотрим функционал
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где 
[image: image17.wmf]2
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 есть известная функция. Ранее было установлено, что данный функционал в любой точке х имеет производную Гато 
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 Непрерывная зависимость этой производной от х очевидна, т.е. существует и производная Фреше, вычисляемая по той же формуле.
14.3. Принцип оптимальности Беллмана
Определим следующее семейство оптимизационных задач. Пусть 
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 Рассматривается система, описываемая уравнением
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с начальным условием 

                                     х(() = у .                                                                                             (14.4)                                   

Определено множество
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и функционал


[image: image22.wmf](

)

(

)

(,),(),()()

T

IyugtutxtdthxT

t

t

=+

ò

.
Отметим, что при 
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 мы получаем исходную оптимального управления.

В основе дальнейшего анализа лежит следующее утверждение: 

Принцип оптимальности Беллмана. Если [image: image25.wmf]00
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 будет решением решение задачи минимизации функционала 
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 есть решение задачи (14.3), (14.4) при [image: image34.wmf]0
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Согласно принципу Беллмана каждый конечный участок оптимального управления является оптимальным.
14.4. Уравнение Беллмана
Вводится функционал Беллмана
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Из его определения непосредственно вытекает условие
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Тогда, учитывая равенство (14.4) при 
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Справедливо равенство
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          (14.6)
в силу принципа Беллмана. Определив 
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Разделим полученное выражение на 
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 и перейдем в нем к пределу при 
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 Пользуясь теоремой о среднем, имеем
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Учитывая определение производной Фреше, получаем
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где ( есть величина более высокого порядка малости, чем 
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 обозначена частная производная от функционала В по первому аргументу. Учитывая начальное условие (14.4), получаем
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Отсюда следует равенство
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При 
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 имеем сходимость
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в силу уравнения (14.3). Учитывая условия
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получаем


[image: image54.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

00

00

0

(),(),

lim,,,(),().

tx

BxBx

ByByfux

t

tttttt

ttttt

t

D®

+D+D-

=+

D


Здесь 
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 есть частная производная от В по первому аргументу. Тогда из соотношения (14.7) будем иметь
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С другой стороны, справедливо неравенство
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Определим здесь
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где u есть произвольное допустимое управление. Тогда, учитывая принцип Беллмана, получаем неравенство
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где х есть состояние системы, определяемое из задачи (14.3), (14.4) при данном управлении u. Отсюда следует
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Переходя к пределу при 
[image: image61.wmf]0

t

D®

 подобно тому, как это делалось ранее, получаем
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Объединяя условия (14.8), (14.9), приходим к соотношению
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             (14.10)
называемому уравнением Беллмана.
Итак, нахождение оптимального управления для поставленной задачи сводится к анализу уравнения Беллмана (14.10) с условием (14.5). Описанный метод решения называется динамическим программированием.
14.5. Алгоритм решения и задача синтеза
Опишем общий принцип решения задачи (14.10), (14.5). 
1. Определяется функцию
                                           
[image: image64.wmf](

)

(

)

(,,,),,,,.

Kyvppfvygvy

ttt

=+

                                    (14.11)
2. Находится управление 
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3. Найденная зависимость управления от соответствующих аргументов подставляется в уравнение (14.8):
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Из этого уравнения с краевым условием (14.5) определяется функционал Беллмана 
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4. По формуле
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с определенным на предшествующем шаге функционалом Беллмана находится оптимальное управление.
Отметим, что здесь в каждый момент времени 
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 решается задача на условный экстремум функции (14.12), а соотношение (14.13) представляет собой уравнение в частных производных первого порядка.

В формуле (14.14) выражение в правой части равенства зависит не только от времени t,  но и от состояния системы в этот момент времени. Тем самым на практике в каждый момент времени управление подстраивается по результатам измерения функции состояния, т.е. управление организуется по принципу обратной связи (см. рис 14). Определение зависимости оптимального управления от состояния системы соответствует задачи синтеза оптимального регулятора, в отличие от задачи программного управления, когда ищется зависимость управления от времени.    
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Рис. 14. Программное управление и задача синтеза.
14.6. Пример

Пусть система описывается линейным уравнением
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с начальным условием
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критерий оптимальности является квадратичным
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а ограничения на управление отсутствуют.

В соответствии с формулой (14.11) определяем функцию
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В виду отсутствия ограничений на управление для решения задачи (14.12) обратим в нуль производную от функции К. Из равенства
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Уравнение (14.13) в данном случае имеет вид
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Подставляя сюда значение управления из формулы (14.14), получаем
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В результате приходим к уравнению
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Решение уравнения (14.15) ищется в виде
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где функция r – неизвестна. Тогда находим производные
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В результате уравнение (14.15) принимает вид
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Учитывая произвольность у, отсюда получаем уравнение
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Соотношение (14.16) представляет собой обыкновенное дифференциальное уравнение с квадратичной нелинейностью, называемое уравнением Риккати.

Кроме того, мы имеем краевое условие (14.5), которое в данном случае в силу (14.16) имеет вид
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Отсюда находим значение
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Решая задачу Коши (14.17), (14.18), находим функцию 
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 после чего формула (14.16) дает функцию Беллмана. Подставляя ее в формулу (14.14), находим оптимальное управление
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Это равенство устанавливает зависимость управления от состояния системы, т.е. дает решение задачи синтеза оптимального регулятора. 

При необходимости решения задачи программного управления подставляем это значение в уравнение состояния. Получаем задачу Коши
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 EMBED Equation.3  [image: image93.wmf]0
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Определив отсюда функцию х и подставляя ее в формулу (14.19) находим зависимость оптимального управления от времени.

Замечание. Естественно, для более сложных оптимизационных задач решение уравнение Беллмана представляется чрезвычайно сложной задачей. 

1. Акулич М.Л. Математическое программирование в примерах и задачах. – М., ВШ, 1986. – С. 292-311.

2. Кузнецов Ю.Н., Кузубов В.И., Волощенко А.Б. Математическое программирование. – М., ВШ, 1976. – С. 271-296. 
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